Capitulo IX

TUBOS DE PAREDES GRUESAS
Y DISCOS QUE GIRAN
A GRAN VELOCIDAD

§ 60. Ecuaciones fundamentales para el caso
de un cuerpo simétrico respecto a un eje

En este capitulo se analizara el problema de la resistencia del tubo
de paredes gruesas y del disco de espesor constante que gira a gran
velocidad. La naturaleza de las fuerzas interiores que surgen en el
tubo de paredes gruesas bajo la accién de una presién y las que se ori-
ginan en el disco que gira a gran velocidad es distinta. Sin embargo el
calculo de estas dos piezas conduce a un esquema de calculo comin,
al esquema del cuerpo de revolucién. El analisis posterior demuestra
también que son idénticas las ecuaciones diferenciales que determinan
los desplazamientos y las tensiones en los dos casos. Es conveniente,
por lo tanto, analizar estos dos problemas simultdneamente.

Veamos, ante todo, las particularidades del esquema de célculo
y deduzcamos las ecuaciones de las deformaciones y las ecuaciones
de equilibrio para el sélido cilindrico simétrico respecto a un eje en
el caso méas simple cuando las cargas y las tensiones permanecen
invariables a lo largo del eje del cilindro. Una vez obtenidas estas
ecuaciones, basindonos en ellas, analizaremos los dos problemas in-
dicados anteriormente.

Veamos un cuerpo homogéneo de forma cilindrica (fig. 309) soli-
citado, de una u otra manera, pero con carga exterior simétrica res-
pecto al eje y constante a lo largo de este mismo eje. Las dimensiones
del cilindro pueden ser las més diversas sin limitar la relacién entre
los didmetros interior y exterior del cilindro. La longitud del cilindro
se considera por ahora arbitraria. En adelante, a este respecto, se
introduciran ciertas restricciones. Cada punto del cilindro al defor-
marse éste, se desplaza. De las condiciones de simetria se deduce que
estos desplazamientos ocurren en los planos radiales. El punto puede
desplazarse en la direccién del radio y a lo largo de la generatriz
correspondiente.

Designamos por u el desplazamiento radial de un punto arbitra-
rio. La magnitud u serd funcién del radio variable r y no variara
a lo largo del cilindro. Consideramos positiva la direccion de r
que se mide desde el eje del cilindro (fig. 309). En lo que se refiere
a los desplazamientos a lo largo del eje, consideraremos que éstos son
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originados solamente por el alargamiento o acortamiento general
del cilindro. Si existen los desplazamientos axiales, se distribuyen
de manera tal que las secciones transversales del cilindro permanecen
planas.

Designemos por ¢, y & los alargamientos unitarios en el cilindro
en la direccion radial y circunferencial respectivamente y expresémos-
los a través del desplazamiento u. .

Para ello analizamos el segmento elemental A B=dr que se obtiene
en la direccién radial (fig. 310) antes y después de cargar el cilindro.

Después de

la carga i

5

Fig. 309. ‘ Fig. 310.

El punto A recibe el desplazamiento u y el punto B, el desplazamiento

u+du. Es ficil demostrar que la nueva longitud del elemento serd
dr+du y su alargamiento unitario, ‘

du
g, = T (91)

V.e.:a\mos ahora la longitud de la circunferencia trazada dentro del
cllmdro. antes y después de la solicitacién (fig. 311). La longitud
de la f:lrcunferqncia antes de la solicitacién del cilindro es 2mnr.
Después de aplicar la carga el radio aumenta en la magnitud u,

res'ulta.ndo.la longitud de la circunferencia 2x (r+4-u). El alargamiento
unitario circunferencial sera,

=2n (r + u) —2nr

€
t 2nr

0 sea,

8t=

‘llg

9.2)

i Separemos ahpra del cilindro un elemento curvilineo de seis caras
(fig. 312). Sus. dimensiones son dr, dz y r de.

En las secciones axiales del cilindro (plano ABCD del elemento),

debido a las condiciones de simetria axial, son nulas las tensiones
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tangenciales, y aparecen solamente tensiones normales o, denomina-
das tensiones circunferenciales. En las secciones transversales del
cilindro (plano CDEF del elemento) también se supone que las ten-
siones tangenciales son iguales a cero. Esto se deduce de la condicion
de independencia de los desplazamientos u de la coordenada z. En
las secciones transversales pueden aparecer tensiones normales (axia-
les) 0, que surgen como consecuencia de la solicitacién del cilindro
por cargas orientadas segun el eje. Se supone que estas tensiones no
varian tanto en la direccién axial, como radial del cilindro.

Fig. 312.

Como los planos ABCD y CDEF son planos principales, sera
principal también el plano ADEG. Designamos la tensién en este
plano por o,. Esta tensién se denomina tensién radial. Al pasar del
radio r al radio r---dr la tensién o, recibira el incremento d o,.

De acuerdo con este planteamiento, la determinacién de las ten-
siones y los desplazamientos en el cuerpo de revolucion se lleya a cabo
por funciones de un solo argumento, el radio r.

Proyectando las fuerzas que actGan sobre el elemento, sobre la
direccion del radio, obtendremos la condicién de equilibrio siguiente,

(0,~+do,) (r+dr)depdz—o,rde dz— o,dr dz dp =0,
de donde se obtiene,
o,+ d—gf r—o,=0,
0 sea,
2 (o,r) — 0,=0. (9.3)
El resto de las ecuaciones de equilibrio del elemento se satisface
automaticamente.

De acuerdo con la ley de Hooke generalizada, las tensiones
0, 0; y 0, estdn relacionadas con los alargamientos unitarios e,
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y & como sigue,
1 1
r=zlo,—np (0, +0,)], & =5 [0;— p (0, +0,)].

Consideraremos conocida la tensién ¢, que depende de las con-
diciones de solicitacién del cilindro por fuerzas axiales aplicadas
a los extremos. Expresamos ahora las tensiones o, y o, por e,,
¢, y 0,. De las dos ultimas ecuaciones obtendremos,

E W E
0r=m(6r+ M31)+1_—Hozv Ut=1tl‘ﬁ(5t+ uer)_}‘%oz'

Introduciendo aqui e, y €& de las expresiones (91) y (9.2) halla-
remos, :

E du u 0
0’=1__F<d_r+u.7)+1_u o, 0.4)
e v, o du p I

H=T <7 i_”d_r)+1—u %z

Realicemos, por ultimo, la ultima operacion, eliminando me-
diante las ecuaciones (9.4) o, y o, de la ecuacién de equilibrio
(9.3). Asi obtendremos una ecuacién con una incégnita u,
du  1du u
mtra—m =0

r [

que puede ser escrita asi,
d [du u
dr [dr ] 0,

r

d 1 d
. [-r— E(ur)] —0. (9.5)

Si despejamos de esta ecuacién u, por las expresiones (9.4) se
podran obtener también las tensiones.

§ 61. Determinacién de los desplazamientos
y las tensiones en el cilindro de paredes gruesas

Veamos un cilindro de radio interior a y de radio exterior b
(fig. 313). Para mayor generalidad suponemos que el cilindro est4
solicitado simultdneamente por una presién interior p, y por una
presién exterior p,. En adelante, suponiendo p,=0 6 p,=0 podremos
analizar el caso de una presion interior solamente o el de una presién
exterior. Se debe tener en cuenta que si el cilindro tiene fondo

- (fig. 314, a), entonces aparecerd en éste una fuerza axial de traccion

de magnitud,
p,a® — p,nb?,
l.a tension axial o, sera,

pga% — ppb? :
02=—£—b—§:azl—. (9.6)
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Es importante destacar que la longitud del cilindro se supone sufi-
cientemente grande para que se pueda considerar que la tension o,
esta distribuida uniformemente en la seccién transversal y que la in-
fluencia restrictiva del fondo sobre los desplazamientos radiales del
cilindro es muy pequefia.

Veamos aparte del caso analizado, el caso cuando 0,=0, como
ocurre, por ejemplo, en el cilindro de la figura 314, b.

El problema de la determinacion de las tensiones y los desplaza-
mientos en el cilindro de paredes gruesas se denomina problema de
Lamé, cientifico del siglo

pasado que resolvié este * \BRRIRR * 1=
problema. - i
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Fig. 313. Fig. 314.

Volviendo a la ecuacién (9.5) obtendremos el desplazamiento
radial,
u=Cr+2, 9.7)

siendo C, y C, las constantes de integracién. Introducimos esta
expresiéon en (9.4) obteniendo,
ol E
ol

] (6 a+m—Ct—w ] +50.
0 = [CL (W +Co (U —p) 7 | + 70

(9.8)

Las constantes C, y C, se determinan de las siguientes con-
diciones de borde: cuando r=a 0,=—p, y cuando r=b 0, =— p,,

r_’if[cl(iw)—cgu-—m;—z]jt%
=[G trm—Cd—pwg| +e=—0n

0z=_ Pa»
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de donde se obtiene,
a®—p, b2
Pq Py |4 a,,

C_l—;ﬂ 1
O R T e o IR

1—p? 1
C,= Ell 1 T—p  BP—a? (pa"'pb)'

Una vez excluidas las constantes C, y C,, las expresiones
9.7) y (9.8) seran,

1—up a"“—Pbb2 1+Mab2P—Pb ]
u=-RPl By e —E”—ozr, (9.9)
Paa®— ppb? azbzﬁ’ — Py
o, =Le BT Ol By, (9.10)

Las expresiones de o, y 0, se dan aqui en una misma férmula. Al
subindice superior corresponde el signo negativo y al inferior, el signo
positivo.

La existencia de la tensién axial o, influye solamente sobre la
magnitud del desplazamiento radial u. Cuando el cilindro se presiona
en la direccién axial, de las expresiones (9.6) y (9.9) obtendremos,

1_ 2 a2_ b2 2p2 S
- P“Pab2 Pb +1+l"“rb P;;; Pb. (9.11)

Cuando no existe la fuerza axial,

1—p pga®— ppb? H—uab’p —DPp
S e 1 it 0 (9.12)

==

Veamos ahora algunos casos particulares.
Cilindro sometido a presion interior. En este caso p,=p y
p,=0. De la expresién (9.10) se obtiene,

o pad __ b
Gt,_m <1+7> ; (9.13)

En la figura 315 estan representados los diagramas de la variacion
de las tensiones radial y circunferencial dentro del espesor del cilindro
solicitado por una presion interior. La tension circunferencial, como
era de esperar, resulté de traccién y la radial, de compresiéon. En la
superficie interior ¢, adquiere su méximo valor,
; b2+ a?
O't (r=a) 77 p b2:§__a2 '

La tensién radial es aqui igual a —p.
Seguin la teoria de las tensiones tangenciales maximas (cuando
no existe la fuerza axial, es decir, cuando o, =0),

b? —i—a2

O q=0,—03=P35—s P (— P)
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0 sea,
2%
0'eq =ph2—_a—z (9'14)

Es muy importante seguir la variacién de las tensiones o, y oy
a medida que disminuye el espesor del cilindro. Admitamos que

b=a+38
siendo 8, el espesor del cilindro. Entonces,

(e+0)2+a? L
Ot r=a) =P S (2ato) ! 0t(r=b):p5(2a+§)‘

b’ta?
b*—a

Fig. 315.

Cuando 8 es pequeflo,

a
Otr=00 ® Ot ret) ® P -

La tension radial o, en la superficie interior es —p y en la exterior,
cero, independientemente del espesor del cilindro. Asi pues, vemos
que en el caso de un cilindro de pared de espesor pequefio las tensiones
circunferenciales se distribuyen casi uniformemente y las radiales,
son pequefias en comparacién con las circunferenciales en la misma
medida en la que el espesor § es pequefio en comparacion con el radio.

Si el espesor del cilindro aumenta, entonces las tensiones maximas
que en él se desarrollan, manteniendo constante la presién, disminu-
yen, pero no de manera ilimitada. Veamos el caso cuando b—oo, es
decir, cuando el cilindro es de espesor infinito. En este caso la expre-
sion (9.13) ser4,

i o

Esto indica que cuando el espesor del cilindro es infinitamente grande
la tension radial en cualquier punto sera igual a la circunferencial
(fig. 316) y en el caso cuando no existen tensiones axiales todos los
puntos se encontrarén en el estado de distorsién pura. Como vemos,
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las tensiones son inversamente proporcionales al cuadrado del radio r.
Si, por ejemplo, r=4a, entonces en los puntossituados a esta distan-
cia del eje, las tensiones constituirdn solamente 1/16 parte de las
tensiones méaximas. Por lo tanto, cuando es suficiente realizar los
calculos con una exactitud del orden del 5—6% (mayor exactitud es,

Fig. 316.

pricticamente, imposible aunque sea por el hecho de que los materia-
AT o b
les no son perfectamente elésticos), el cilindro para el cual i >4

se puede considerar de espesor infinitamente grande. Es muy impor-
tante el hecho de que al mismo tiempo no dependemos de la forma
del contorno exterior. Si todos los puntos del contorno exterior estin
alejados del eje del orificio interior a una distancia mayor que 4a,
entonces la configuracién del contorno exterior podra ser arbitraria.

B
@p @p @ P

®Rr

q)

/)]
Fig. 317.

El célculo de los cuerpos elasticos como los indicados, por ejemplo,
en la figura 317, se reduce al esquema del cilindro de pared infinita-
mente gruesa.

La tensién equivalente es de acuerdo a la expresion (9.14), cuando
b— o0,

: Oeq =2p.

Por lo tanto, si, por ejemplo, el limite de elasticidad del material
es 6 000 kgf/cm?, en el caso del cilindro de espesor infinitamente gran-
de las deformaciones seran eldsticas para presiones inferiores a
3 000 kgf/cm?. Mas adelante hablaremos de las posibilidades que sur-
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gen para garantizar la resistencia en el caso de presiones mayores
aun.

Cilindro solicitado por presién exterior. En este caso p,=0, p,=p.

La expresion (9.10) sera enconces,
i pb? a?
0;__b2—a2 (1 i ﬁ_) i

En la figura 318 estan representados los diagramas de las tensiones
en el espesor del cilindro para este caso de solicitacién. La tensién

equivalente méxima ocurre en la superficie interior del cilindro.
Cuando no existe la fuerza axial,

/ 2b?
Geq=01—03=o_\— Pm) )

O~

2b%
4l Ee

Esta expresion coincide con la del caso de solicitacion por presién
interior.

Si no existe el orificio interior, es decir, si a=0, entonces las ten-
siones en el cilindro se distribuirdn de manera uniforme,

0,=0;,=—0p.

Ejemplo 9.1. Calcular el didmetro exterior 26 del cilindro sometido a upa
F’reqlon interior de p=500 atm, si el coeficiente de seguridad es igual a dos. El
imite de fluencia del material es ogy=0;.=5 000 kgf/cm?. El diametro interior
se considera dado 2a=10 cm.
. Los miés pelrlgrosos son los puntos situados en la superficie interior del ci-
lindro. Por las férmulas (9.13) y (9.6) obtendremos,

4 b2 + a2 a?
Je=T8: Ui=Poy oy B om.
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Puesto que 0, =03, OG3=0,, enlonces
2b%
Ogq=01—03=p m .

Introduciendo en esta expresién los valores numéricos hallaremos,
2b=2 ]/%a=12,9 cm.

§ 62. Determinacién de las tensiones
en los tubos compuestos

Hemos visto anteriormente que el aumento del espesor del tubo
no puede, en todos los casos, garantizar la resistencia necesaria. Cuan-
do el espesor tiende al infinito o,,=2p. 4

Cuando en el tubo de paredes gruesas es necesario mantener una
alta presién, por ejemplo, de 15 000 atm, resulta necesario que el
limite de fluencia del material sea, por lo menos, dos veces superior,

2,02

A

’;‘ baee oh .ﬂh Y7142
N p* |

/ c2+g2

" P cz—g3
P

cZ-az

Fig. 319.

es decir, 30 000 kgf/cm2. En la-actualidad no existen materiales de
tan alta resistencia. Es decir, para los recipientes de alta presion
es necesario buscar otras soluciones constructivas nuevas. Una de
ellas la constituye la creacién de cilindros compuestos y unidos a
presién. Este método se usa tanto en la técnica de altas presiones
como en la artilleria para consolidar los canones de las piezas pesadas.

Supongamos dos cilindros (fig. 319). Designamos por a el radio
interior del primer cilindro, y por ¢, el radio exterior. El radio in-
terior del segundo cilindro es una magnitud A menor que el radio
exterior del primer cilindro, es decir, ¢ — A. El radio exterior del
segundo cilindro es b. Si calentamos el segundo cilindro, aumentara
asi su radio interior resultando que el primer cilindro se podra intro-
ducir libremente en el segundo. Durante el enfriamiento entre los
cilindros surgira la presién de contacto p,. Calculemos esta presion.

Durante el encaje el radio exterior del cilindro interior disminuye
y los puntos del cilindro situados sobre la superficie de contacto re-
cibiran un desplazamiento negativo u,. El radio interior del tubo




